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Statisticians, like artists, have the bad habit of falling in love with their
models. – George E. P. Box

1 随机变量的独立性

说明两个随机变量独立的方法有许多, 以下是一个总结

1. 设随机变量 X 和 Y 的联合分布函数为 F (x, y),边缘分布函数为 FX(x)和 FY (y),如
果对于任意实数，恒有

F (x, y) = FX(x)FY (y) (1)
则称随机变量 X 与 Y 独立.

2. 随机变量 X 和 Y 独立的充分必要条件是由 X 生成的任何事件与 Y 生成的任何事
件独立, 即, 对于任意的 Borel 集合 A 和 B, 有

P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B) (2)

3. 如果 X 与 Y 独立, 那么对于任意函数 f(x) 和 g(y), f(X) 与 g(X) 独立.

4. 如果 X 和 Y 是离散型随机变量, 其概率分布为 P (Xi = xi, Yj = yj) = pij, 边缘分布
分别为 pXi 和 pYj , 那么 X 和 Y 独立的充要条件是 pij = pXi p

Y
j .

5. 如果 X 和 Y 是连续型随机变量, 其密度函数为 f(x, y), 边缘密度函数分别为 fX(x)
和 fY (y), 那么 X 和 Y 独立的充要条件是 f(x, y) = fX(x)fY (y).

例 1.1 (圆盘上的均匀分布) 考虑随机变量 X 和 Y 均匀地在圆盘 S0 = {(x, y) : x2 + y2 ≤
1} 上取值. 很显然, X 与 Y 不独立（可以有多种说明 X 和 Y 不独立的方法）. 假设我们
使用极坐标 (R,Θ) ∈ [0, 1]× [0.2π] 重新参数化随机向量 (X,Y ), 那么可以说明 R 和 Θ 是
独立的.

例 1.2 设随机变量 X 和 Y 独立同分布, 且

P (X = −1) = P (Y = −1) = P (X = 1) = P (Y = 1) =
1

2
(3)

求 P (X = Y )
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例 1.3 设随机向量 (X,Y ) 的联合密度函数如下, 试问 X 和 Y 是否独立.
1.

f(x, y) =

{
xe−x−y (x>0, y>0)
0, (其他.)

(4)

2.

f(x, y) =

{
2 (0<x<y<1)
0, (其他.)

(5)

3.

f(x, y) =

{
24xy (0<x<1, 0<y<1, 0<x+y<1)
0, (其他.)

(6)

例 1.4 设 X ∼ N(0, 1), 试说明 X 与 X2 不独立.

定理 1.1 设随机向量的概率分布或者密度函数为 f(x, y). 那么 X 和 Y 独立的充分必要
条件是对任意的 x ∈ R 和 y ∈ R, 存在函数 g(x) 和 h(y), 使得

f(x, y) = g(x)h(y) (7)

2 条件分布

设 f(x, y) 为联合密度函数或者联合概率分布, fY (y) 为边缘密度函数或概率分布, 那么条
件分布或条件密度函数的计算为:

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)
(8)

可以验证, 固定 y 后 (即把 fX|Y (x|y) 视为 x 的函数),fX|Y (x|y) 是一个密度函数 (或者离散
情况下的概率分布).
条件期望的计算:

E[g(X)|Y = y] =

∫
R
g(x)fX|Y (x|y)dx (9)

注意 E[X|Y ] 和 E[X|Y = y] 的区别.

例 2.1 设 2 维随机变量 (X,Y ) 的联合密度函数为

f(x, y) =

{
3x (0<x<1, 0<y<x)
0, (其他.)

(10)

试求条件密度函数 f(y|x)

例 2.2 设 2 维随机变量 (X,Y ) 的联合密度函数为

f(x, y) =


21

4
x2y (x2 ≤ y ≤ 1)

0, (其他.)
(11)

试求条件概率 P (Y ≥ 0.75|X = 0.5).
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例 2.3 设随机向量 (X,Y ) 为连续型随机向量, 已知 X 的密度函数 fX(x) 及对一切 x, 在
X = x 的条件下 Y 的条件密度函数 fY |X(y|x). 求

1. (X,Y ) 的联合密度函数 f(x, y)

2. Y 的边缘密度函数 fY (y)

3. 条件密度函数 fX|Y (x|y)

例 2.4 试证明 (可以假设 (X,Y ) 为连续型随机向量))

E[E[X|Y ]] = E[X] (12)
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